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Jatékelmélet bevezetés

A jatékelmélet korunk egyik modernek mondhato6 teriilete, melynek alapjai - a hallgatok szamara
¢lvezetes modon - oktathato is. Fontos azért is mivel ennek kapcsan lathato, hogy olyan teriiletek is
modellezhetoek, melyet a hallgatok nem is gondoltak volna. (PL. a kdzismert ,,ko-papir-ollo” jatek.)
Jelentségét noveli az is, hogy magyar tudost, Harsdnyi Janost 1994-ben kozgazdasagi Nobel dijjal
jutalmaztak jatékelméleti eredményeiért, John Nash-el és Reinhard Selten-el megosztva. Szerencsés
meg oktatasa azert is, mert — az altalaban a tanulmanyokban korabban részletesen ismertetett -
linedris programozasi problémara vezet, azonban nem trivialis (kezdetekben nem kirivéan lathato)
modon. Valamint nemcsak érdekes, jatékos, de napjainkban (természetesen a tovabbfejlesztett
modellek) alkalmazottak a piaci, politikai versenyben, de még inkabb a kooperacidoban!

A jatékelmélet bevezetését (az eladason is) célszer néhany minta jaték eljatszasaval kezdeni, mivel
ekkor valik nemcsak érthetvé, de keriilnek kozelebb a hallgatokhoz a jatékelmélet alapfogalmai,
definicioi, reprezentacids technikai, célja. (Akiknek nincs sziiksége ezen jatékosabb bevezetésre, ezt
a fejezetet atugorhatjak.)

Példajatékok és elemzésiik

Els példa jaték:

Tekintsuk az alabbi ketszemelyes ugynevezett ,,paros-paratlan” jatekot melynek szabalyai a
kovetkezek:

A jatekosok nevei: ,,paros jatekos” €s ,,paratlan jatekos™.

Mindketten (az egyszerség kedvéért csak) 1-tl 5-ig terjed szamokat mondhatnak (ezek a tétjeik a
jatékban). Ha a mondott szamok kiilonbsége paros akkor a paros jatékos nyer annyi forintot a
paratlantol amennyi a két szam kiilonbsége, ha paratlan akkor a paratlan kap a parostdl szintén a
kiilonbségnek megfelel forintot. (Azonos tétek esetén a kiilonbség nulla, vagyis egyik fél sem kap
illetve fizet.)

Ennek egy tomor — barki altal a fenti informacio alapjan kitdltheto tablazatos - reprezentalasa az
alabbi:

A tabléazat els oszlopaban alljanak a paros jatékos tétjei (1,2 ,3,4,5) az els sordban pedig a
paratlan jatékosé (1,2,3,4,5).

Célszer a jatékot - tobb fordulon keresztiil - jatszani valakivel, mivel a - nagyon egyszer, de fontos
- fogalmak igy valhatnak nemcsak érthetvé de rogziilhetnek is.

Paratlan
Tétek| 1 2 | 3| 4|5
p
a
; 1 0 112 | -3]4
0 2 -1 o |-1] 2 ]-3
S




4 -3 2 -1 1 0 | -1

5 4 -3 2 -1 10

Paros - paratlan jaték

A tablazatban pedig az egymasnak fizetend 0sszegek, még pedig a paros (vizszintes) jatékos
szempontjabol. Elégséges ugye egyszer megjeleniteni az dsszegeket, mivel amit az egyik jatékos kap,
azt a masik fizeti.

Ez a tovabbiakban is - és az egész vilagon is konvencié (megegyezés) hogy a kifizetés a matrixban
mindig a vizszintes jatékos szempontjabol keriil megadasra.

Masodik példajaték:

Kézismert az ugynevezett ,,ko — papir — oll0” jatek, melynek szabalyai az alabbiak: A tétek ko, papir
illetve oll6. Ha azonos tétek talalkoznak, akkor senki sem fizet a masiknak, ha k talalkozik ollo
tettel akkor ,,a ko kicsorbitja az ollot” vagyis a ko tétet tevo nyer. Ha ko papirral talalkozik, akkor a
,papir becsomagolja a kdvet” vagyis a papir tét nyer. Ha ollo €s papir a téet, az ,,0ll0 elvagja a papirt”
vagyis az oll6 nyer.

Ennek fizetési matrixa az alabbi:

Tétek ko papir ollo
ko 0 -1 1
papir -1 0 -1
ollo 1 -1 0

K - papir - ollo jaték

Harmadik példajaték:

Egy - korabban matematika tanari tanulmanyokat is folytatott — szinészhallgato az alabbi jatekot
ajanlja valamelyik osztalytarsanak. Minden nap mas - a korabbi darabokbdl rajuk maradt -
fejfedkkel jelenjenek meg az egyetemen. Attol fiiggen kinek milyen fejfed van a fején adott
mennyiség sort fizessenek egymasnak a biifében. Neki Napodleon kalapja, apaca fityuldja és baseball
sapkdja van. A baratjanak (elnyosnek feltntetve a tobb valasztasi lehetséget) felajanlja, hogy négy
fejfedt, katonasapka, pancél sisak, ni kalap illetve kend valtogathat. A szabalyokat is elmondja:
ha rajta napdleon kalap lesz a baratjan pedig katonasapka, akkor fizet 6 sort a baratjanak. Ha a
masikon pancélsisak akkor egyet, ha kend akkor négyet ha ni kalap akkor pedig kettt. Ha rajta
baseball sapka lesz baratjan pedig rendre katonasapka, pancél sisak, kend és ni kalap akkor rendre
3,0, 6 illetve négy sort kap a baratja. Ha viszont apaca fityuldban jelenik meg akkor a baratja
katona sapkaban 1évén kett, pancél sisak esetén egy, kend esetén harom, ni kalap esetén pedig két
sort fizet neki. Mindketten megfogadjak, hogy a fenti alkoholon kiviil tobbet nem fogyasztanak
aznap.

A fenti téteket és fizetend sor mennyiségeket ismételten tdblazatba (matrixba) rendezve az
alabbiakat kapjuk.



Elfogadja-e a baratja a jaték ajanlatot, tisztességes-e ez a jaték? Nem unalmas-e?

Tétek Katona | Péancél |Kend | Ni kalap
sapka sisak
Napolen -6 -1 -4 -2
kalap
Baseball -3 0 -6 -4
sapka
Apaca 2 1 3 2
fityula

Szinész hallgatok jatéka

Akar minden jatékot célszer jatszani, méghozz4 addig amig a jatékosok kezdenek raérezni a
stratégidkra, vagyis hogy melyik tétet kell valasszak ahhoz, hogy nyerjenek, vagy legalabb ne
veszitsenek sokat!

Elemezziik a jatékokat:

Els jaték : (Paroatékokat:s-paratlan)

Lathatdan kétszemélyes jatékrol beszéliink, melyben az egyik fél nyeresége a masik féltl szarmazik.
Ezt hivjuk ,.kétszemélyes zerusosszegu jateknak™.

Ha megprobaltuk jatszani ezt a jatékot tapasztalatunk az, hogy nem latszik tisztességtelennek, mivel
nincs egyik jatékosnak sem kirivoan lathatod elnye. Nincs olyan egyetlen tét mely mindig nyereséget
eredményezne.

Masodik jaték: (K-papir-ollo)

Hasonldan az elz esethez itt sem tudunk nyer stratégiat egyik félnek sem, st itt biztosak lehetiink
benne hogy ugyanannyi esélye van nyerni az egyik jatékosnak mint a masiknak mivel a szabalyok,
esé¢lyek mindkettjiik szdmara azonosak. (Szimmetrikus a matrix, a jaték poziciok.)

Harmadik jaték: (Szinészhallgatok fejfedi)

Itt mar természetes intelligenciaval, logikédval is taladlhatunk olyan stratégiat amely pl. a vizszintes
jatékos szamara biztos nyerési esélyt jelent.

Ez pedig az ,,Apaca fityula” viselési stratégia. Mivel ekkor biztosan nem veszit a vizszintes jatekos
hanem minden jatékban legalabb egyet nyer. Ezt viszont tisztességtelennek itélhet;jiik.

Definialjuk most mar ezek alapjan ( a kovetkez fejezetben) a jatékelméletben hasznalatos
fogalmakat.

T Jatékelméleti alapfogalmak



Kétszemélyes zérusosszeg jaték:

Kétszemélyes zérusdsszeg jatékrol beszEliink, ha a jatékot ketten jatsszak és az egyik nyereménye a
masik jatekostol szarmazik. Ezért ,,zérus 6sszegu”, nincsen bank, amely finanszirozna barmelyik f¢l
nyereségét vagy elnyelné veszteségét.

Fizetési matrix:

Fizetési matrixnak pedig a fenti kifizetési tablazatok sziirkével ki nem emelt részeit nevezziik, ahol a
sorokban megjelenitett az egyes vagy vizszintes jatékos, az oszlopokban megjelenitett pedig a kettes
vagy fliggleges jatékos. Célszer ezt a konvenciot (megegyezést) tartani, mivel ennek felcserélése
konfiizibhoz (6sszezavarodashoz) vezethet, valamint az egész vilagon igy hasznaljak.

A fizetési matrixnak annyi sora van ahany tét lehetsége, mas szoval stratégidja, vagy még inkabb
tiszta stratégidja van az vizszintes, (I-es, pozitiv) jatékosnak.

Valamint annyi oszlopa ahany tét lehetsége a fiiggleges, (I1.-es, negativ) jatékosnak. A matrixban
allo szam pedig eljelesen azt jelenti, hogy a vizszintes jatékos mennyit kap (+) vagy fizet (-) a masik
jatékosnak.

Stratégia:

Stratégianak azt a dontéssorozat tervet nevezziik, mely a jaték minden lehetséges dontéshelyzetére
elir egy konkrét dontést.

Esetiinkben (kétszemélyes zérusosszeg jaték esetén) azt a szabalyt (egyetlen tét alkalmazasat vagy
tobb fajta tét valtogatasat) amellyel a jatékos jatszik a jaték minden egyes szakaszaban.

Jatékosaink optimalis stratégiait az ellenfél racionalis jatékanak feltételezése mellett keressiik.
(Vagyis mindkét fél maximalisan okos, a legjobb stratégiat valasztja.)

Feltételezziik még, hogy mindkét jatékos nyerésre torekszik. (Nem enged pl. a gyermekének, hogy
kedvet csinaljon neki a jatékhoz.)

A jatékelmélet célja:

A jatékelmélet célja a felek optimalis stratégidinak megtalalasa, fenti feltételek esetén.

Vagyis megvalaszolni, hogy az adott jatékosnak milyen egyetlen tétet kell alkalmaznia vagy tobb
tétet (adott aranyban) valtogatnia a lehetséges maximalis nyereség (vagy minimalis veszteség)
eléréséhez.

VY Dominancia modszere

Dominancia modszere, és ennek alkalmazasa az alabbi 4. példara:

Az elso Fj4 matrix lathatoan nem tisztesseges jatékot hataroz meg, mivel a vizszintes jatekos ,,a” tetje
esetén nincs nyerési lehetsége a fliggleges jatékosnak.

Részletesebben, az ,,a” strategia az ellenfel minden egyes tétje eseten jobb a vizszintes jatekos
szamara, mint a ,,c” stratégia. (4-et nyerni jobb mint 1-et vesziteni, 3-at nyerni jobb mint 2-t nyerni,
2-t nyerni jobb mint 2-t vesziteni és 3-at nyerni jobb mint 1-et nyerni.)

4. példa jaték: (Fj4 matrix)

Tétek |d e f g

a 4 3 2 3




b 2 0 -1 4

¢ -1 2 -2 1

4. példa

Ezt nevezziik ugy, hogy az ,,a” stratégia dominalja a ,,c” stratégiat. Mivel mindket jatekost
racionalisnak (okosnak) feltételeztiik ezért ezt mindketten tudjak. Vagyis a dominalt (minden ellenfél
tétre kedveztlenebb) sor elhagyhato.

Tétek |d e f g

a 4 3 2 3

b 2 0 -1 4
4. példa

Most a sorok kozott nem taldlhatunk dominanciat, de folytathatjuk a fiiggleges jatékos
szemszdgebl is, vagyis az oszlopokkal. A fiiggleges jatékosnak a negativ (minél kisebb) szadmok
jelentik a nyereséget, kisebb veszteseget. Ezért peldaul az ,,f” tet szamara a vizszintes jatekos
barmely tetje eseten kedvezobb mint a ,,e” tét. Vagyis a ,.e” tet oszlopat is elhagyhatjuk — mert
raciondlis (okos) jatékos 1évén sosem fogja a fliggleges jatékos jatszani. (Kettt vesziteni jobb mint
harmat vesziteni egyet nyerni jobb mint nem nyerni.)

Tétek d f g

a 4 2 3

b 2 -1 4
4. példa

Ugyanigy dominalja az ,,f” stratégia a ,,d”-t €s az ,,g"-et is.

(Kettt vesziteni jobb mint 4-et vesziteni, egyet nyerni jobb mint 2-t vesziteni. Valamint Kettt
vesziteni jobb mint harmat vesziteni, 1-et nyerni jobb mint 4-et vesziteni.)

Vagyis a fliggoleges jatekos szamara a legkedvezobb az ,,f stratégia ezért mindig ezt fogja jatszani.

Tétek f

a 2

b -1
4. példa

Ezt azonban — a szinten racionalis — vizszintes jatekos is atlatja, €és mindig az ,,a” strategiat fogja
alkalmazni. Vagyis a jatck menete — optimalis stratégiak alkalmazasa esetén az alabbi lesz:



1.,,a"°, 1 kifizetes = 2.
2.,a°, 0 kifizetés = +2.

n. ,,a°,,f" kifizetes = +2.

Ami nemcsak unalmas, de nem is tisztességes, mivel csak a vizszintes jatékosnak van nyerési esélye
jatékonként ("atlagosan") 2 egység. Ezt hivjuk a jatek értékének.

(Eredménytinket, az optimalis stratégidkat és a jaték értékét mar az eredeti matrixban sargaval
jeloltiik.)

A jaték értéke:
Az egy jatékonkénti atlagos nyereség vagy veszteség.

Mj 1: A dominalt stratégiakat a papiron tortén munka esetén kihuzéssal szoktuk jeldlni.
Mj2: Az interaktiv részben stratégia 6sszehasonlito eljaras mellett torlési eljaras is talalhato, mely
megkdnnyiti a munkat.

A dominancia moédszerének alkalmazasa az 5-os példara:

A 3. oszlop (,,f” stratégia) minden mas oszlopot dominal, vagyis minden mas oszlop kihtzhato.
Ebben pedig a harmadik elem a ,,c” stratégianal talalhato -1 legnagyobb. Ezért v = -1 Szintén
tisztességtelen a jaték, de most a fiiggleges jatékosnak van nyer esélye.

Az optimalis - tiszta - stratégiak:
Vizszintes jatékos: ¢

Fiiggleges jatékos: f

Jaték érteke: -1

Tétek | e f g

a 4 3 -2 3

b 2 2 -3 4

c 0 3 -1 6
5. példa

Ezen optimalis stratégidk keresztezdési pontjaban allo helyeket a jaték nyeregpontjanak hivjuk az
alabbiak miatt:

A nyeregpont olyan tulajdonsagu pont, mely az egyik koordinata irdny szerint minimalis, a masik
szerint pedig maximalis. Ilyen az alabbi abran lathatd nyeregnek is a kozéps pontja.

Abra 1: Nyeregfeliilet
with(plots) :

f=xx—yy:
plot3d(f,x=-4.4,y=-4.4);



Vagy animaltam megjelenitve, hogy a feliilet keletkezése jobban lathato legyen:

animate( plot3d, [ k-x"2 — k- y*2,x=-10..10,y=-10..10], k=0..2 );



k=2.0000

Lathatoan egyik irdnyban felfelé hajlitottuk a sik lapot a ra merleges iranyban pedig lefelé.
Ha a kifizetési matrixnak van stabil nyeregpontja, akkor a jatéknak tiszta stratégiai vannak.

A dominancia modszer alkalmazasa a 6-os példara:
Ezen — nagyon egyszeru, kis dimenzios — példaban egyetlen stratégia sem dominalja a masikat.
nn

Pé¢ldaul a vizszintes jatékos "a" stratégidja csak az ellenfél "d" stratégidja esetén jobb, "e" esetén
rosszabb. Hasonloan a tobbi stratégidkra is.

Tétek d e

a -1 2

b 3 -4
6. példa

Ezen esetet majd a kevert stratégidk meghatarozasanak modszerével tudjuk majd kezelni.
De elbb latunk egy masik modszert ( a kdvetkez fejezetben) az optimalis stratégiak
meghatarozasara.



Lassunk végiil egy kicsit "bonyolultabb" tobb sor és oszlop dominanciat igényl példat az interaktiv
fejezetben szerepl sor és oszlop Osszehasonlitas és torlés eljarasok hasznalataval.

A feladat kifizetési matrixat az alabbi Maple ablakban adhatjuk meg:

Beolvasas: ( A stratégidk elnevezése a beolvaso eljaras altal automatikusan keriil megadasra.)

dominancylnputl( );

20 72y 72y J25 J24 J2s ]
il, 8 4 0 -2 9
il, -7 2 -6 1 4 4.1
il, 2 3 3 2 3

il, -6 -1 6 0 -3
Oszlop dominancia vizsgalat:
columnCompare(jZl,jZS);
"A",j2,," oszlop dominalja a", j2, " oszlopot" 4.2)

A dominalt oszlop torlése:
columnDelete( j25);

20 21 J25 25 J2

il, 8 4 0 -2
il, -7 2 -6 1 " 4.3)
il, 2 3 3 2

il, -6 -1 6 0

Sor dominancia vizsgalat:



rowCompare(i]z, i13);
"A",il;," sor dominalja a", il,, " sort"
A dominalt sor torlése:
rowDelete( il 2) ;
J20 J21 J25 J25 j24
il, 8 4 0 -2

nn

il, 2 3 3 2

il, -6 -1 6 0
Oszlop dominancia vizsgélat:

columnCompare( J23 j24);
"A",j2, " oszlop domindlja a", j2;, " oszlopot"

A dominalt oszlop torlése:

columnDelete( J25 ) ;
J20 2 J2, 02
il, 8 4 -2
il, 23 2
il, =6 -1 0

Sor dominancia vizsgalat:
rowCompare( il i14);
"A", il;," sor dominalja a", il,, " sort"
A dominalt sor torlése:
rowDelete( il 4) ;
J20 J21 J25 J24
il, 8 4 -2 |

il; 2 3 2

Oszlop dominancia vizsgalat:

columnCompare(jZl,j24);
"A",j2, " oszlop domindlja a", j2,, " oszlopot"

A dominalt oszlop torlése:

(4.4)

4.5)

(4.6)

@.7)

4.8)

4.9)

(4.10)



columnDelete( J2, ) ;

J20 J25 J24
il, 4 -2 |m
il; 3 2

Oszlop dominancia vizsgélat:
columnCompare( J25 j24);
"A",j2, " oszlop domindlja a", j2,, " oszlopot"

A dominalt oszlop torlése:

columnDelete( j22);
720 J24
l‘]] -2 , "
il; 2

Sor dominancia vizsgalat:

rowCompare(z]l, 113);
"A",il;," sor dominalja a", i, " sort"

A dominalt sor torlése:

rowDelete( il 3) ;
720 J24
il, -2

nn
b

Fenti példaban a sorokat és oszlopokat hasonlitottunk dssze és a dominaltakat toroltiik.
A feladat stabil nyeregponttal rendelkezik az optimalis - tiszta - stratégidk az i/, €sj2, .

Megjelenitve az eredeti matrixot €s benne pirossal és félkovérrel kiemelve a jaték értékét:

[ 20 J2, J25 25 J24 J25 |
il, 8 4 0 -2 9
il, -7 2 -6 1 4
il, 2 3 3 2 3

il, 6 -1 6 0 -3

@.11)

4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)



VY Minimax modszer

Ezen modszer éppen a fenti nyeregpont gondolatra €pit.

Abbol indul ki, hogy ha az egyik jatekos valamely tiszta strateégiat alkalmaz, akkor az ellenfel —
kihasznalva az adott tiszta stratégia szamara adott lehetosegeit — a szamara legkedvezobb strategiat
valasztja. Ez a veszteség minimalizélés elve, ami racionalis gondolat!

7. példa:
Tétek |d e f g
a -2 -3 3 5
b 0 4 1 2
c -1 -3 2 -1
7. példa

Minimax modszer a 7. példara:
Ha a vizszintes jatckos minden jatekban az ,,a” stratégiat alkalmazza, akkor a fuggoleges jatekosnak
(nyeresége maximalizaldsa okan) az ,.¢” tiszta stratégiat célszert alkalmazni, mikor is 3-at nyer. (v =

-3). Ha a vizszintes jatekos a ,,b” tiszta stratégiat alkalmazza akkor a Il-es jatekosnak az ,,d” az
optimélis stratégia (v~ 0). ,,c” eseten pedig ismet az ,.e” (v=-3).

Ekkor az I-es jatekos vesztesegminimalizalo celjat tekintve célszert a b tiszta strategiat alkalmaznia —
mert ekkor veszit okos ellenfele ellen - a legkevesebbet, nullat, semmit. (Ez a legkisebb negativ
szam, vagy a legnagyobb pozitiv - ha ilyen lenne.)

Téte | d e f g | Mi\| Ma\
k b
a -2 | -3 |3 5 -3
b 0 4 | 2 0 |0
c -1 | -3 |2 -1 1-3

7. példa

Hasonloan elvégezhetjiik ezt a vizsgalatot a I1-es jatékos tiszta stratégidinak esetére.
,»d” esetén az I-es jatekosnak ,,b”-t célszerii valasztania (v, = 0 ) , ,.¢” tiszta stratégia eseten szintén

"b"-t (v, =4), . esetén v, =3 a maximalisan elerheto nyereseg, ,,g" eseten pedig v, = 3 ahogy azt az
alabbi tablazatban is felirtuk.

Tétek |d e f g

a -2 -3 3 5




b 0 4 1 2
c -1 -3 2 -1
Max. 0 4 3 5
Min. 0

7. példa

A 11 jatekos vesztesegminimalizalo celjat tekintve szamara a legkedvezobb tiszta strategia a”d”.
A fenti médszer technikailag azt jelenti, hogy a sorokban a minimumot, majd a minimumok
maximumat keressiik, amely sziikségszeren a nyeregfeliilet egyik irdnyu pontjanak sziikséges
tulajdonsaga, és forditva az oszlopokban a maximumok minimumat - ami a nyereg masik iranyu
nyeregpontjanak sziikséges tulajdonsaga.

Nyeregpont a nyeregfeliileten

Ha mindket jatekos a ,,minimax” modszer altal szolgaltatott stratégiakat ,,d” €s ,,b” alkalmazza akkor
az egy jat€kbeli kifizetés (vagyis a jaték értéke) nulla lesz. Vagyis senki se nem nyer, se nem veszit.
Ugy is mondhatjuk, hogy a strategiak ,,keresztezodeseben” nulla all. Ez egy nyeregpont gyanus hely.
Meg kell még vizsgalnunk, hogy ez tényleg a sorban a minimumot, oszlopban pedig a maximumot
jelenti-e. Vagyis azt, hogy érdeke-e barmelyik jatékosnak elhagyni ezt a pontot. Azt talaljuk hogy
nem érdeke egyiknek sem, mert barki kilépne, mas stratégiat alkalmazni - mikdzben az ellenfele



ugyanazt - akkor veszteséget konyvelhetne el.
Ez a pont tényleg a minimum elemek maximuma ¢és a maximum elemek minimuma. (Ez nem mindig
teljesiil mint azt a tovabbi példakban latni fogjuk.)

Osszefoglalva: Az I. jatékos akkor veszit a legkevesebbet, ha ,,b” tétet alkalmaz minden jdtékban, a
I1. jatekos pedig akkor veszit a legkevesebbet, ha ,,d”-t. A jatek erteke: v=0, tisztesseges a jatek,
csak unalmas.....

Ez egy stabil nyeregponttal, vagyis a jaték szempontjabol tiszta stratégidkkal rendelkez jaték volt.

E miatt nevezziik ezt a modszert “minimax’ modszernek, mivel a minimumok maximumanak (€s a
maximumok minimuménak) meghatarozasan alapul.
Tovabbi ( a korabbi) példak elemzése minimax modszerrel:

A 4. példa elemzése minimax modszerrel:
A minimax értékeket a fizetési matrix alatt, mellett szerepeltetjiik:

Tétek| p q r s Mi | Max.

a 4 3 2 3 2 |2

b 2 0 -1 |4 -1
c -1 |2 -2 |1 -2
4. példa

Az I-es jatekos minimalis veszteseéget az ,,a” stratégia biztositja - a minimax modszer javaslata
szerint.

Tétek| p q r s
a 4 3 2 3
b 2 0 -1 |4
c -1 12 -2 |1
Max. | 4 3 2 4
Min. 2

4. példa

a II-es jatekos minimalis veszteséget pedig - szintén a minimax modszer javaslata szerint - az az ,,r”’
stratégia biztositja. Ha mindkét jatékos ezeket a tiszta stratégidkat alkalmazza akkor a jaték az (a, 1)
>v=2¢s(a,r)->v=2¢(a,r)->v=2... tétekbl, fizetésekbl fog allni.

(Mivel a javasolt stratégidk keresztezdésében a 2-es kifizetés all.) Megvizsgalva lathatjuk, hogy ez
tenyleg a maximumok minimuma €s a minimumok maximuma — vagyis egyik jatékosnak sem erdeke



elhagyni ezt a pontot. Stabil nyeregponttal, tiszta optimalis stratégidkkal rendelkez jatékunk van.
(Az oszlopban negativ elemek allnak, ezeket a vizszintes jatékos nem valasztja, mert akkor fizet, a
sorban pedig csak nagyobb pozitivak, ezeket pedig a fliggleges jatékos nem valasztja, mert akkor
még tobbet vesztene. Mindig a masik jatékos tétjének rogzitése mellett vizsgalddtunk és ne feled;iik,
hogy mindkét jatékosnak csak a sajat tétjeit illeten van valasztasi lehetsége.)

Lathatoan ez a modszer kevésbé faradtsagos mint a dominancia modszer.

Az 5. példa elemzése minimax modszerrel:

Ismételten a matrix mellett jelenitjiik meg a minimax értékeket.

Tétek| p q r s Min | Max

I
\S]
[N N

1
—
W

C -1

Max. 4

Min. -1

5. példa

Itt is lathatoan -1 all a ket — a minimax altal javasolt — stratégia keresztezodeseben €s ez tenylegesen
stabil nyeregpont.

Eredményeink egyezek a dominancia mddszerrel kapott eredményekkel. A jaték nem tisztességes,
most a "fliggleges" jatékosnak van nyerési esélye.

A 6-0s feladat elemzése teljesen hasonlo lenne ezért ezt nem végezziik el.

A 8. példa és elemzése minimax modszerrel:

Tétek |p q r s
a 2 -2 3 4
b -1 4 1 1




Tétek| p q r s Min | Max
a 2 -2 |3 4 -2

b -1 |4 1 1 -1 | -1
c 1 -3 12 -11-3

8.

A minimax modszer javaslata a ,,b” (felill kiszamitott) illetve a ,,p” (alul kiszamitott) stratégia.

Tétek |p q r s
a 2 -2 3 4
b -1 4 1 1
c 1 -3 2 -1
Max. 2 4 3 4
Min. 2

8.

A minimax mddszer nyeregpont javaslata a "b" és "p" stratégidk keresztezdésében allo -1 -es érték.
Ennek stabilitasat vizsgalva megallapithatjuk, hogy a II. jatékosnak nem érdemes kilépnie, hiszen
akkor egysegnyi nyeresege helyett vesztene. Az I -es jatekosnak azonban celszeru atlépnie az ,,a”
stratégiara, mivel ekkor egységnyi veszteség helyett 2 egységnyi nyereséget tud realizalni.

Azonban ha 0 atter az ,,a” stratégiara akkor — a szintéen racionalis — II-es jatekos atter az ,,q”
stratégiara, mivel azzal tud két egységnyi nyereséget realizalni. Ekkor viszont az I-es jatékos veszi
eszre, hogy veszteseg helyett lehetosége van nyereseget realizalni a ,,b” stratégia alkalmazasaval.

Egy példa jaték menete:

I.O0 II. Kifizetés:

1.,b”,.p° -1

2,07, p° -1
3,a°,,,p 2
4.7 ,,p°  +2
5,2°,,,94° -2
6., ., -2
7,07 ,,.q° +4
8.,b7,,q0 +4
9.,.b”,,p° -1

10'”b” 5 ’ap” -1

Ezen stratégidkat dsszefoglalhatjuk egy kisebb kifizetési matrixban:

1



Tétek p q

a 2 -2

b -1 4
8.

Ennek a ,,redukalt matrix" altal leirt jatcknak a kifizetesi matrixanak vizsgalataval majd a kovetkezo
fejezetben foglalkozunk.

Ugyan ezen eredményre jutottunk volna a dominancia modszerrel is ahogy azt az alabbiakban
bemutatjuk.

A félkovérrel kiemelt stratégia dominalja a szilirke karakterekkel felirtat. Els 1épésben az "a" sor a

n.n

c’ sort.

Tétek |[p q r s

a 2 -2 3 4

b -1 4 1 1

c 1 -3 2 -1
8.

Majd ha mar ezt elhagyjuk akkor a "p" oszlop domindlja mind az "r" mind az "s" oszlopot.

Tétek |p q r s

a 2 -2 3 4

b -1 4 1 1
8.

Tovéabbi dominanciat nem taladlunk. Vagyis ténylegesen ugyanazt az "al"-fizetési matrixot kapjuk
eredményiil.

9. példa és elemzése minimax modszerrel:

Tétek |[p q r s
a 2 -2 3 4
b 0 4 -1 1
c 1 -3 5 -1




Tétek | p q r s Min | Max
a 2 -2 |3 4 -2

b 0 4 -1 |1 -1 | -1
c 1 -3 |5 -1 -3

9.

A minimax modszer javaslata a ,,b” (feliil kiszamitott) illetve a ,,p” (alul kiszamitott) stratégia, vagyis
a nullat jeloli meg nyeregpont gyanus helyként.

Tétek | p q r s
a 2 -2 3 4
b 0 4 -1 1
c 1 -3 5 -1
Max. 2 4 5 4
Min. 2

9.

A "0"-as pont stabilitasat vizsgalva megallapithatjuk, hogy a II. jatékosnak a ,,r’”’ stratégiaba erdemes
kilépnie, hiszen ekkor nulla helyett 1 egységnyi nyereséget tud realizalni. Az I-es jatékosnak pedig az
,a stratégiara, mivel ekkor nulla helyett 2 egységnyi nyereséeget tud realizalni.

Folytatva az elemzest az ,,a” stratégiara torteno kilépessel a II. jatekos valt az ,,q” stratégiara, majd az
I-es vissza a ,,b”-re. Ekkor kileéphet a II-es jatekos az ,,r”-re mikor is atlép az I-es jatekos az ,,a”’-ra....
Vagyis az I-es jatekosnak az ,,a” €s a,,b” stratégiat erdemes valtogatni, mig a II-esnek a ,,q” -t €s ,,r"” -
et.

Erdekessége ennek - az elzhoz képest - hogy most az az eredetileg nyeregpont gyanus helynek
javasolt kifizetés nem is szerepel az optimalis kevert stratégidk kozott!

Az almatrix mely ezt a jatékot leirja:

Tétek q r

a -2 3

b 4 -1
9.

Egy példa jaték menete:
L.L0 1L Kifizetés:

1.,b”,,p° O

2.,.07,.p° 0
3,a°,,,p 2
4.7 ,,p°  +2
5,2°,,,94° -2



6., ., -2
7,07 ,,.q° +4
8.,b7,,q° +4
9.b”7,,. 17 -1
10,07, .17 -1
11.,a°,,r7 3
12.,a°,,r7 3

13-793” ’ ”p” -2
stb...

Probaljuk meg most is az eredeti feladatbol dominancidval megkapni a csak az optimalis kevert
stratégiakat tartalmazo almatrixot.

Tétek |[p q r s

a 2 -2 3 4

b 0 4 -1 1

c 1 -3 5 -1
9.

Sor dominancia lathatdan nem lehetséges, mert az "a" stratégia nem jobb mint a sem a "b" sem a "c".
Oszlop dominanciat sem taladlhatunk "p" nem dominal egyetlen mas stratégiat sem, és "q" sem. A
minimax modszer mégis segitett az optimalis kevert stratégidk megtalalasdban!

Altalanosan megfogalmazva a minimax moédszert:

max o Amin {/,}pTmin o Amax {, )}

Az oszlop maximumok minimuma egyenl a sor minimumok maximumaval.
Osszefoglalva:

Tanulsag:

A fenti példakban nem voltak tiszta stratégiai a jatékosoknak, hanem a jatékosok észrevéve a jobb
lehetségeket valtottak, vagy ellenfeliik valtasara reagalva tették ugyanezt.

Ez azonban azt feltételezte, hogy a valtas utan az ellenfél tartja a megvaltoztatott stratégiat, vagyis
tobbszOr egymads utan jatszani fogja. Ez egyaltalan nem biztos, st mivel az ellenfél is racionalis, €s
gyzelemre torekszik, nem tudhaté mikor fog valtani, melyik tétet fogja a kovetkez jatékban tenni.
Az ilyen tipusu jatékokat nevezziik kevert stratégiaval rendelkez jatékoknak. Ezek optimalis
stratégidinak megkeresési modszerét mutatjuk be a kdvetkez fejezetben.

A kevert optimalis stratégia a jatékelméletben

Kevert stratégianak nevezziik azt az esetet amikor a jatékosok egyetlen tiszta stratégiat valasztva nem
tudjak a lehetséges maximalis nyereségiiket - vagyis minimalis veszteségiiket realizalni.



Ehhez véletlen szeren valtogatniuk kell néhany - optimalisan kivalasztott - stratégiat.

Az optimalis stratégiak két-két stratégias esetre tortén meghatarozasara a kovetkez fejezetben
ismertetend grafikus alapokon nyugvé moédszer alkalmas.

Tobb stratégia esetén a linearis programozast hivhatjuk segitségiil az optimalis valtogatasi arany
meghatarozasahoz. Ezt egy kovetkez fejezetben ismertet;jiik.

A Kkevert optimalis stratégia meghatarozasa grafikus
modszerrel, kétdimenzios feladat esetén

A minimax elv altalanosithatd. Tegylik meg ezt elszor egy két stratégiaval rendelkez kevert
strategiaju feladat esetére. Vizsgaljuk a 8. pelda redukalt kifizetési matrixat — melyet ugye egy
nagyobb dimenzios feladat dominalhat6 stratégiainak elhagyasaval kaptunk.

Vizsgaljuk elszor a jaték értékének kérdését, mely tiszta stratégiaval rendelkez feladatok esetén
nem volt kérdéses. (Ez akkor a fizetési matrixnak az optimalis stratégidk keresztezdésében 4ll6
szamérték volt.)

Most azonban a valdszinség szamitast kell segitségiil hivnunk a jaték értékének kiszamitasdhoz.
Tegylk fel, hogy az I. jatekos % % aranyban veéletlenszeruen valtogatja az ,,a” illetve ,,b” stratégiat,
a I jatekos pedig csak a ,,p” tiszta strategiat alkalmazza. Ezt jelenitjilk meg a matrix melletti
oszlopokban.

Tétek p q 1
. jatekos strategia
valtogatasi aranyai
a 2 -2 3
%= 7
b -1 |4 1
11 y =11y =0
o .. P q
. jatekos strategia
valtogatasi aranyai

8.

Ekkor a jaték értéke egyszeren szamithato a valoszinség szamitdsban megismert varhatd érték

fogalom alapjan, mivel ekkor az esetek Y4-€ben ket egysegnyit nyer, ¥%-eben pedig egy egysegnyit
g 4 g

veszit az [. jatékos. 40 jaték esetén példaul

V0= 30% (2) + 10*(-1) = 60 — 10 = 50 lesz a nyeresége.

Az egy jatékbeli atlagos nyereség pedig v =50/40 = 5/4.

Ezt egyszeren kiszdmithattuk volna a gyakorisagok, vagy valdszinségek és az adott esetekben
realizalodo kifizetések szorzataként is. (Ez a valdszinségszamitas jol ismert varhat6 érték fogalma.)
3, *(2)4_%*(_1):%:%

Mj: Természetesen a II. jatékos "p" tiszta stratégidjara nem ez az I. jatékos optimalis stratégidja. Fenti
szamitast csak demonstracios céllal végeztiik el. (A vizszintes jatékos optimalis stratégija

Vievertl —



természetesen az "a" tiszta stratégia lenne.)

Nézziik ha a II.-es jatékos sem tiszta stratégiat alkalmaz. A jaték értéke akkor is kiszamithato, ha
ismerjiik a stratégiak hasznalatdnak gyakorisagat.
Valtogassa a II. jatekos strategiait 2, 4 aranyban.

Tétek p q I
. jatekos strategia
valtogatasi aranyai

a ) 5 3

%=

b 1 |4 1

X=
17 y y
L o p ;
. jatekos strategia
valtogatasi aranyai = =

8.

(Mj: Mindig véletlenszeren valtogatott stratégiahasznalatrél beszéliink, mert ha rendszerszeren
valtogatjuk a teteket arra rajon az ellenfel €s kihasznalja — mindig a szamara bevetelt jelento tetet
alkalmazza elleniink.)

Ekkor

Vkevert2:1/2*%*(2)+l/2* Va*(2)+n*har () + Lt *4)= (6—6—1+4+4) 3

g g 0,375
Ez tulajdonképpen egy kétdimenzios valoszinségi eloszlas varhatoértékének szamitasat jelenti, a
perem eloszlasok ismeretében. A jaték értéke pedig haromnyolcad egység nyereség az I.-es jatékos
szamara.

,»Stratégia valtasi aranyainkat”™ ( Y4 , % €s Y2, % ) véletlenszeruen valasztottuk meg. Bizonyitando,

hogy a kifizetés fligg ettl az aranytol, szamitsuk ki a II. jatekos y, =",y = % stratégia valtasi

aranyanak esetére is a varhato kifizetést (vagyis v-t a jaték értékét).

Tétek p q /
. jatekos strategia
valtogatasi aranyai
a 2 | -2 3
%= 7
b -1 |4 1
Xy =
Z Ly . Y, p Yy, = i
. jatekos strategia 9 4
valtogatasi aranyai =




Vievers = 4 X4* Q)+ Y UF ()R Va* (1) + YVar Va¥(4) =

(6—332—1+34) _ (6—18—1+12) _ -1 __
16 16 6 001

Ezzel a valtoztatassal a II. jatékosnak sikeriilt veszteségbl (ha kicsi is de) nyereségessé valtoztatni a
jatékot!

Feladatunk tehat ezen valtogatasi aranyok koziil megtalalni azt amely az optimalis stratégiat jelenti -
mindkét jatékos szamara. Ehhez hivjuk segitségiil a minimax elvet.

Tekintsuk — eloszor csak az I.-es jatekos ,,valtogatasi aranyat” (mas szoval kevert strategiajat)
valtozonak. Legyen ez X, , X,. Azt ugye tudjuk a valoszinségszamitasbol (illetve jozan

meggondolasbol is), hogy x, +x, = 1 -et kell adjon, mivel ha adott %-ban az els stratégiat

alkalmazzuk akkor 100 minusz annyi szdzalékban fogjuk a masodikat alkalmazni.
Valoszinusegszamitasi megfogalmazassal ,,a lehetseges esemenyek Osszege a teljes ter”, melynek
valoszinsége 1.

Tekintsiik — mint a legelso szamolasi peldankban — eloszor azt az esetet amikor a I1. jatekos tiszta
strategiakat alkalmaz. (E10szor csak a”p” stratégiat jatssza, majd csak az ,,q”-t.)

Tétek p q 1
. jatekos strategia valtogatasi
aranyai
a 2 -2 X, =X,
b -1 4 X, =x,=1 —x
11 o Y,= 1]y P 0
. jatekos "p" tiszta
strategiaja
8.

Szamitsuk ki most a jaték értékeit (az elz részekben megismert modon, csak most nem konkrét
¢értekekkel, hanem az 1. jatékos keverési aranyait valtozoknak (x, , 1-x,)-nek tekintve.

Vkevert p=1 -

L2 +0x,-(-2) +1-x(-1) +0-x4 =200 — 1+ (1 =x;) =2-x-1 +x,=3-x, — 1=y,

Hasonloan ha a II. jatékos csak a q tiszta stratégiat alkalmazza:

Tétek p q 1
. jatekos strategia valtogatasi
aranyai

a 2 -2 X, =X




yii o yp=0 yq=1

. jatekos "q" tiszta
strategiaja

8.

Vkevertq:1:
0-xp 2+ 1x(-2) +0x, (1) + Toxyrd=-2-x, +4- (1 —x;) =-2x +4 —4-x,=4 =6 x|

=V
q

Abrazoljuk a fenti jaték értékeket x, fliggvényében, \A (x,) —et es A (x,) —et egy grafikonon.
hl:=3-x —1:
h2 =4 —06x:
Grxl = plot( [Al,h2],x,=0..1, legend=["v kevert p=1", "v kevert q=1"], labels = ["x1", "v(x1)
"], linestyle = [ solid, solid ], colour = [ black, blue], thickness = [4, 4]) :
display(Grx1);
4-

m— kevert p=1 ==y kevert q=1




crer

tiszta stratégia kedvezbb a II. jatékos szamara!
Példaul azx, = 0.2 — es pontban a ,,p” tiszta stratégia alkalmazasa eseten a Il jatekos egy jatekonkenti

atlagos nyeresége v=-0.4 (mivel Voxl=02= 2:0,2-0,8=-0,4),miga,q stratégia alkalmazasa
esetén 2.8 (v, ., g ==4-6%0.25= 2.8). Vagyisa ,.p~ stratégia elonyosebb szamara. (Mivel 0 a
negativ kifizetéseket kapja!)

Az x; = 0.8 —os pontban Vy x1=08 " 2*%(0.8)-0.2= +1.4¢s Vg x2=04 =4-6*0.8 = -0,8 vagyis itt
is mar a ”q” stratégia a kedvezobb.

Kiszamitasra keriilt még ugyanez a x, = 0.4 és x, = 0.6 pontokban is. Ezen pontok lathatok az
alabbi grafikonon.

with(plots) :
hxl == 3-x; —1:
hx2 =4 —6-x,:
Grxl = plot( [hx1, hx2], x, =0 .1, legend= ["v kevert p=1", "v kevert q=1"], labels = ["x1",
"v(xI)"], linestyle= [solid, solid], colour = [ black, blue), thickness = [ 4, 4]) :

GrxP11 := pointplot([0.2 ,-0.4], color = green, symbol = solidcircle, symbolsize =30) :
GrxP12 = pointplot([0.2 , 2.8 ], color = green, symbol = circle, symbolsize =30) :

GrxP21 := pointplot([0.4 , 0.2], color = green, symbol = solidcircle, symbolsize =30) :
GrxP22 := pointplot([0.4 , 1.6], color = green, symbol = circle, symbolsize=30) :
GrxP31 = pointplot([0.6 , 0.8], color = green, symbol = circle, symbolsize =30) :
GrxP32 := pointplot([0.6 , 0.4], color = green, symbol = solidcircle, symbolsize=30) :

GrxP41 := pointplot([0.8 , 1.4], color = green, symbol = circle, symbolsize =30) :

GrxP42 := pointplot([0.8 ,-0.8 1, color = green, symbol = solidcircle, symbolsize=30) :

display(Grx1, GrxP11, GrxP12, GrxP21, GrxP22, GrxP31, GrxP32, GrxP41, GrxP42);
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Abra 3: Kifizetések valtozasa az 1. jatékos keverési stratégiaja (x1) fiiggvényében

crer

melyik tiszta stratégidja a legkedvezbb. Mivel mindkét jatékos racionalis (mindkett mindenre
egyforman rajon) ezt az I. jatékos is tudja. Neki pedig a sajat keverési aranydnak megvalasztasaban
van szabadsaga. Ha tudja, hogy a 4. abran zolddel kiemelt egyeneseken talalhatdak azok a pontok
amelyeket ellenfele (a II. jatékos) valasztani fog az kiilonbdz keverési stratégiai esetén, akkor a
szamara legkedvezbb, legnagyobb pozitiv kifizetést jelent keverést fogja valasztani. Ez pedig az
egyenesek metszéspontjaban van! Ez éppen egy folytonos minimax eljaras, mert a két egyenes koziil
elszor a kisebbet - minimalisat - valasztottuk, majd ezen gérbe maximumat.

Az alabbi abran I jatékos lehetséges kifizetési egyenese zold szaggatott vonallal mig az optimalis
pont a kdvetkez dbran pirossal jeldlve.

3-x1 -1 x<
hiOpt :=
4—6-x x =

olun olu



Grx2 = plot( (A1, h2, hIOpt], x, =0 .1, legend = ["v kevert p=1", "v kevert q=1",

"I jatekos szamara optimalis gorbe" ], labels = ["x1", "v(x1)"], linestyle= [ solid, solid, dash],
colour = [black, blue, green], thickness=[4,4,6]) :

GrxP = pointplot( 9 39—5 — 1|, color =red, symbol = solidcircle, symbolsize = 30) :
display(Grx2, GrxP);
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IT jatékos szamara optimalis gorbe

A jatek értéke mint fliggvény az 1. jatékos kevert és az II. jatékos tiszta stratégiai esetére

A metszéspont kiszdmitdsa egyszer, csak két egyenes metszéspontjat a v, =V, lineéris egyenletet
kell megoldanunk.

3-x,—1=4-6-x,
9-x,=5
X =

9
Az gyenlet megoldasa nagyon konnyen megoldhaté a Maple egyenletmegoldd parancsa segitségével:



solve(3'x1 —1=4 —6-x1,x1);
5

5 (7.1)

Tehat x,= % €S X, = % (Mivelx; +x,=1)

Tehat az 1. jatékos optimalis kevert stratégiajat az ,,a” tétnek 5/9 -ed a ,,b” tétnek pedig 4/9-ed
részben tortén (véletlenszer!) valtogatasa jelenti.

A jaték értéke: v=3*5/9 -1 =2/3

Mj: 9 jatékbol 5-szor "a" tétet kell tennie, négyszer pedig "b"-t a vizszintes jatékosnak. 90 jatékbol
Otvenszer "a"-t negyvenszer pedig "b"-t. Természetesen véletlenszeren valtogatva.

crer

meghatarozasahoz is az alabbiakban:

A jatek ertekeit most az 1. jatekos ,,a” €s,,b” tiszta stratégiai esetere kell kiszamitanunk. Ezt most mar
egyetlen tablazatban (kifizetési matrix mellett) jelenitjiik meg.

Tétek p q 1 1
. jatekos "a" tiszta . jatekos "b"
stratégiaja tiszta strategiaja
a 2 -2 x,=1 x,=0
b -1 |4 X, x, =1
17 o Y »,=1
. jatekos kevert —
o yl
Strategiaja .
8.
Vkeverta=1 —

1~y1~2+1-(1 —yl)-(—2) +0-y,-(-1) +0-(1 —yl)-4=2-y1—2-1 —|—2-y1)=4y1—2=v

a

Vkevertb=1"
0-y,-2 +O~(1 —y1)~(—2) +1y,-(-1) +1~(1 —y1)~4=—y1+4-(1 —y1)=4—5-y1=vb

Ismételten grafikonon abrazolhatjuk a jaték értékeit a minimax elvet és az optimalis pontot:



hy2 =4 —=5-y,:

Gryl = plot( [hyl, hy2, hllOpt], y, =0..1, legend = ["v kevert a=1", "v kevert b=1",
"I jatekos szamara optimalis gorbe" ], labels = ["y1", "v(y1)"], linestyle = [ solid, solid, dash),
colour = [ black, blue, green], thickness = [4, 4, 6]) :

, color =red, symbol = solidcircle, symbolsize = 30) :

GryP = pointplot( %, %

display(Gryl, GryP),
4

v(yl) 24

[

_2,

m— kevert a=1 m— v kevert b=1
I jatékos szamara optimalis gorbe

A jatek értéke a II. jatékos kevert €s az 1. jatékos tiszta stratégidi esetére

A gondolatmenet is teljesen azonos:

Ha az y1 = 0.2-es kevereési aranyt valasztja a II. jatekos akkor az 1. jatekos a ,,b” stratégiat valasztja,
mivel akkor pozitiv a kifizetes. Ha pedig y1 = 0.8 akkor az ,,a” stratégiat, mivel ez esetben akkor
pozitiv a kifizetés. Vagyis az abran zold szaggatottal jelolt grafikon (egyenesek) jelentik a I. jatékos
optimalis tiszta stratégidit a II. jatékos keverési aranyainak esetére. A II. jatékos optimalis keverési
aranyat pedig - ismeételten — az egyenesek metszespontja adja.

solve(4y1 —2=4 —S'yl,yl);



- 7.2
: 12
. 2 ) 1
Ahonnan: és:y, = 3 és )= 3
A jatek erteke pedig — barmelyik v-bol szamitva ,feladatunk eredmeényet Gsszefoglalva:
5 4
NSy o nmTy
2 1
341 3 = 3
2
3

Vagyis jatékonként atlagosan 0.66666 egység (szaz jatékban 66 egység) nyeresége lesz az 1.
jatékosnak, ha mindketten az optimalis kevert stratégiat alkalmazzak.

Fentiekben egy grafikus modszert adtunk két-két stratégidval rendelkez jatékelméleti feladat kevert
stratégiainak megadasara — illetve olyan feladatokera, amelyben a dominancia modszer alkalmazasa
utan 2x2-es redukalt matrix adodik.

Y Kevert stratégiaju jatékok optimalis stratégiajanak

megkeresése linearis programozas modszerével

Tekintsiink egy - célszeren nem szimmetrikus, most szoveges leiras nélkiil megadott - jatékot a
stratégidk szintén megadott keverési aranyaval:
Természetesen a keverési aranyok pozitivak és 6sszegiik 1 vagyis 100%.

Tétek v S € Ljatekos egy adott
kevereési aranya

o 1| -2 2 3

4

B 4| s -1 1

4
I jatekos egy ad 1 1 1
= ott keveresi aranya 3 6 2

(strategiaja)

Kevert stratégia 1. példa jaték

Ekkor a jaték értéke az alabbi lesz:

3 1 3 1 1 1




1
Vo™ @.1)

Ha a vizszintes jatékos valtogatasi aranyait valtozonak tekintjiik akkor a jaték értéke ezen aranyok
(xl, xz) fliggvénye:

1 1 1 1 1 1
= (15 e g 2yt (g s e D

VITX X, 8.2)

Ha pedig a fiiggleges jatékos valtogatasi ardnyait tekintjiik valtozonak (V1 12):

1 1 3 1 1 1
v = (IZ +(—4)-Z)~y1+ ((—2)-2 +5-Z)-y2+ (ZZ + (—1)-2)-)/3;
3 1 1
ViT T N T g T s (8.3)
f]7l f]72 """ fi,n
) . . foy fog e S
Altalanos alakban felirva a fizetési matrixot F = mely (mx n) -es,

fir S e o n

¢s a valtogatasi aranyokat is valtozonak tekintve
n m

a jaték értéke: V= Z ;7 X;'y; amit a vektor matrix szorzas ismerete¢ben ugy is irhatunk,
. . 1 e

j=1i=
hogy v =x' A~y
A vizszintes jatékos szemszogebl felirva és - mivel szamara a pozitiv, minél nagyobb kifizetések a
m n
cél ezért - a jatek ertékét maximalizalva: v,=v, = lr:nlaxm{lzl X 2{1] yj] ha
X +x,+ .. +x, =16 (yl,yz, s Yy ) adott rogzitett. !
m

n
A fluggleges jatékos szemszogébl. v,=v, . . = m?x Lzyj Zfl.j-xl. ] ha y,+y,+ ... +y, =1
J=Ll.n|i=1 ’

i=1
és (xl,xz, N )
adott rogzitett.

Mivel az I jatékos célja v maximalizaldsa, mig a II-¢ v minimalizalasa.

Neumann minimax tétele :

V(X)) S V(X)) = Vop = V(X)) = viln)



crer

crer

tartozo jaték értéke nagyobb vagy egyenl a sajat optimalis stratégidjakor kialakuld jaték értékénél.
(Vagyis barmelyik ha rosszul, nem az optimalis valtogatasi arannyal jatszik akkor kevesebb
eredményt ér el.)

Vektorosan felirva:

xT-A-y0 < XOT Ay, < xOT Ay

Vo=X, -A-y,jelenti az optimalis jatek ertéket. Ekkor a maximumok minimuma megegyezik a

minimumok maximumaval, vagyis ténylegesen a minimax elvet irtuk fel!

ez azonban nem ad még sajnos megoldasi modszert szamunkra. Keressiik most ezt. Hasznaljuk - a
grafikus megoldéasnal is alkalmazott - ellenfél tiszta stratégidinak feltételezését,valamint a tobbceli
optimalizalasnal alkalmazott legkisebb korlatok modszerét.

frjuk fel a jaték értékét rendre a tiszta stratégiak esetére:

v thixt e X, ha y,=1, y»,=0, y;=0, .. y,=0
V=L X Xy o [ X, ha y,=0, y,=1, y;=0, .. y,=0

vEfio % Tyt e feX, hayi=0, »,=0, y»,=0, . y =1

Alkalmazzunk ezen jaték értékekre legkisebb also korlatot v;, €s - ahogy a tébbe€lu optimalizalasnal

tettiik - ezt maximalizaljuk. Mivel a vizszintes jatékosunknak a jaték értékének maximalizalasa a
célja.

Adjuk még hozza feladatunkhoz azt a tényt hogy a stratégiak 0sszegének egyet kell adnia valamint,
hogy x; -k pozitivak.

Jux thxt e fx, 2 v
Jox Thy X+ foX, 2V

fln X1 +f2n'x2 + mn"*m = Vi
X Fx+ . +x, =1
v, =max
az X, Xpy e, X, 20
feltétel mellett.
Vektorosan felirva ugyanezt:
T
A -x>1v
1
T
1l x=1, x>0



z= V1: max.

A fliggleges jatékosra hasonldan. Mivel a jaték értékét minimalizélni kivéanja, igy az ellenfél tiszta
stratégidira adott jaték értékeket adott VII

-nél kisebbként hasznaljuk feltételi egyenletként és ezen értéket minimalizaljuk:

zZ=Vy= min.

Lathatoan ezek primal- dual feladatpar szert alkotnak.

Példa feladatunk optimalis stratégiajanak megkeresése fenti LP feladat
modszerrel:

1 -2 2
-4 5 -1
Az els jatékosra felirt egyenletek:

Fizetési matrixa: L :=

l-x, —4-x, 2 v,
-2:x;,+5x, 2,
2:x- X%, 2V,

x; +x,=1

Z=VI = max.

Megoldasat keressiik a Maple beépitett LP optimalizald6 modszerével (Mivel a Szimplex mddszerrel
hosszadalmas lenne és most mar nem célunk a Szimplex modszer gyakorlasa.):

with( Optimization) :

LPSoZve( v, {xl —4x,—v;20,-2-x,+5x—v,20,2-x, —x, —v; 2 0,x;, +x,=1,x;, =20, x,
> 0}, maximize);

[ -0.250000000000000, [vI = -0.250000000000000, x, = 0.750000000000000, x, 8.4)
=0.250000000000000 ] ]

A megoldas: az els stratégia 3/4 a méasodiknak pedig 1/4 részben tortén - véletlenszer -
alkalmazasa. Ekkor a jaték értéke: -1/4 vagyis a fiiggleges jatékosnak van (csekély) nyerési esélye.
(4 jatékban atlagosan egyet nyer, 40 jatékban kb. tizet.)

Az egyenletek a fiiggleges jatékos esetére:
Ly, =29, +2-y; < vy,



-4y +5y, -1y, < vy,
N +y2 +y3:1

z= VH = min.

A megoldéasa a Maple optimalizalo eljarasaval:

LPSoZve( Virs {yl =29, +2 ;v <0,-4-y, +5y, - y3—v; <0,y +y, =1Ly, 20, ,

2 0,y; 2 0});

[—0.250000000000000, (V= -0.250000000000000, y, =0.583333333333333, y,

=0.416666666666667, y, =0. ]]

A megoldas: az els stratégia 7/12 a masodiknak pedig 5/12 részben tortén - véletlenszer -
alkalmazésa. A harmadik stratégia nem is vesz részt a jatékban. A jaték értéke ekkor is -1/4

Nézziik mégis a Szimplex modszerrel:
(Maple Input ablakban. )

Mivel minimalizalni akartuk Szimplex modszeriink viszont maximum keresésre alkalmas ,ezért

irtunk -Vt

v —2-y2 +2~y3 —VHS 0,
—4-y1 —|-5-y2 —)3 —VHS 0,
Yty tyy=l
Vi

Az indulé Szimplex tabla:

JjatekelmInputMixedl( ),
0 vy » »n

u, -1 -4 5
um; 0 1 1
zz -1 0 0
zm 0 1 1

bazisChange ( U, J’2) , bazisCha;age( ums, y, ) , umTorol ( um3

V3

w, -1 1 -2 2

1

0
1

o o o

)>

(8.5)

(8.6)



by

um3

zm

Lathatoan tobbes alternativ optimuma van a feladatnak. Els megoldasa:

b))

N

zm

4

5

A tovabbi megoldasokat tovabbi baziscserékkel kaphatjuk meg:

baziSChange(ul, y3) , bazisChange ( V3 “2) , bazisChange(uz, y3) ;

3

V3

Vir

u,
1
6
1
18
2
9

u;

4

5 »3=0;

8.7)

(8.8)



5 vy u, u, b
2 1 1 1
373 6 2 6
1r 1 1 7
2 9 18 "6 18
S 2 1 4
19 "9 T3 9
z -1 0 0 0
om0 0 0 0

Melyekrl leolvashaté megoldasok:
4 7 1 2 1

N=%9 »Nn"Tg > 3T g Vagy: =3 o Ty o ;=0 vasy:
_4 0 _ 7 . o _1
NTy imTYy G onTg

Vagyis ezen feladatnak alternativ optimumai vannak barmelyikkel elérhet az optimalis nyereség.
Illetve ezek lineéris konbinaciojaval is! Ezt a Maple megoldo rutinja nem mutatta meg szdmunkra.

Tekintsiik most a legegyszerubb ,,ko-papir-ollo” jatekot. (Masodik példajatek)

A minimax elv tovabbi altalanositsa ad megoldast problémankra.

Ismételten tekintsiik valtozonak az I.-es jatékos keverési aranyait (x1 , x2 , x3 ) és vizsgaljuk ha a II.
jatékos tiszta stratégidkat hasznal. (Csak k, csak papir, csak oll6 téteket alkalmaz.) Ezt jelenitjiik
meg egy tablazatban a fizetési matrix mellett:

Tétek ko | papir | ollo | Keveresi
aran\
yok

k6 o | -1 1|y

papir 1 0 -1 X,

ol -1 1 0 |x

17 1 0 0

Jjatekos

ko

stratég\

ia

1 0 1 0




Jjatéekos
papir
strateg\
ia

11 0 0 1

Jjatekos
ollo
stratég\
ia

K - papir - ollé0 jaték
frjuk fel erre is a fent megfogalmazott egyenleteket:

Vi =X T X3 2V,
v].papz'r: R +x3 = Vi
Viols = X17% 2V,

X +x2—|—x3=1

z= vlzmax.
Megoldva Maple segitségével:
LPSolve( v, {x2 =X =v;20,-x, +x3—v,20,x, —x, = v, 2 0,x, +x, +x;=1,x, 20, x,
> 0,x; > 0}, maximize)
[3.44367256932543 107", [, =3.44367256932543 107", x, =0.333333332988966, x, (8.9)
=0.333333333677701, x;=0.333333333333333 ||

Vagyis minden egyes stratégiat azonos aranyban célszer hasznalni, a jaték értéke pedig nulla. (Ezt
jelenti az a nagyon picike, tiz a minusz tizediken nagysagrend) kis szam.)

Az 1. vizszintes jatékos optimalis stratégiainak meghatarozasa Szimplex modszer
segitségével:

Szimplex mddszeriinket azonban csak kisebb egyenls feltételek esetén
alkalmazhatjuk, vagyis modelliinket elbb at kell alakitani:

Vi =V X T X3 <0
v[papir=v[+ X, —x;, <0
Vios= VX tx, <0

X, +x2+x3=l




z= vlzmax.

Mj: A Maple input ablakban a v, nem megjelenithet ezért hasznalunk helyette "sima" v-t.

VX, + X3 <0,

v+x1— X3 <0,

vox, +x2 <0,

X +x2 +x3:1

Az indul6é Szimplex tablara:

JjatekelmInputMixed2( );

(8.10)

zm 0 1 1 1 1

A baziscserék:
Mivel az egyenlséges sorban csupa negativ szam all igy ezt nem valaszthatjuk baziscsere elemnek.
Elszor "nem csillagos" sorokban kell valasztanunk.

bazisChange ( Uy, X ) , bazisChange ( U, xz) ;
1y Uy Xy X3

2 VU, Uy Xy

b

w, 1 0 -1 10| wu 3 1 1 0
0
0

oS o o -

8.11)




Most méar az egyenlséges sorban valaszthatunk:

bazisChange ( Uny, Xy ) s umTorol( um4) ;

Most térhetiink at a z szerinti optimalizalasra ( z*-ot elhagyhatjuk):

3 v
u, 3
X, 0
Xy 1
Xy - 1
Z 1

zm 0

bazisChange ( Uy, v) ;

A megoldas:
bazisSolution( );

Vagyis minden stratégiat azonos aranyban kell alkalmaznia az I. vizszines jatékosnak.

W [N

u

—_

(e

Uy

1

[S—

I
=T - W [N w

um4

(e}

1
—

b ] 3
0 u,
1

ER R
1

R
1

3|
0 Z
0 zm

1
0

Uy Uy Uy
11 1
vz 3 3 0

1 11

O - . _

1 3 3 3

1 11

n ooy 033

1 | |

- R 0 -

B3 T3 3
111

R )
73 T3 T3

om0 0 0 0
1 1

v=0,x1=?,x2=?,x3=
_ 1 _ 1

v=0,x,= 3,x2— 3,x3

|
W [N

(e

[98)

W [

w|»—~

oS O

A fiiggleges jatékos optimalis stratégiainak meghatarozasa:

(>R

(8.12)

(8.13)

(8.14)



Tétek | ko | pap\| ollo |/ I 1

Jjatek\ Jjatek\ Jjatekos

os ko os ollo
strat\ papir strateg\
egia strate\ ia
gia
ko 0| -1 1 1 0 0
papir | 1 0 -1 {0 1 0
ollo -1 1 0 0 0 1

Keveré\|y, |y, |
si
an
an\
yo\
k

K - papir - ollé0 jaték

Az egyenletek:
Vi =V tys S vy
Vipapir = V1 V3 SV
Vios= Vit =y
Yty ty=1

Z=y,~min.
A fiiggleges jatékosra vonatkozoan szintén a Szimplex modszer segitségével

Maple ablakbol beolvasva:

Itt csak a célfiiggvényt kell (-1)-el szorozni, hogy Szimplex mddszerrel kezelhet alakra hozzuk a
feladatot.

— v <
Yyt vy v s,

V) ~r3 s,

— +y2—vHS0,

ty Tl

11



Az egyenlséges feltételeinkhez tartoz6 masodlagos célfiiggvény automatikusan generalodik.
Az indul6 tabla:

JjatekelmInputMixed3( );

<
)

I

—_

—_

]
I

—_

(=] (=] (=] S

(8.15)

A baziscserék:
Mivel az egyenlséges sorban csupa negativ szam all igy ezt nem valaszthatjuk baziscsere elemnek.
Elszor "nem csillagos" sorokban kell valasztanunk.

bazisChange (up ) ) , bazisChange ( Us, yz) ;
[ v Uy Yy Vs b | 2 vy ouy uy
u, -1 0 -1 1 0 u, -3 1 1 0
0
0

y -1 1 0 -1

oS o o &

(8.16)

zm 1 -1 1 2 1 zm 3 -2 -1 3 1

Most mar valaszthatunk az egyenlséges sorban (a csillagos sor valtozojat), majd tordlhetjiik is:

bazisChange ( umy, VH) , umTorol( um4) ;



3 umy u, uy y; b 3 u, uy y; b
u, 1 -1 0 3 1 u, -1 0 3 1
1 1 1 1 1 1 1
—_ —_— J—— O —_— —_— J—— O —_—
33 T3 307 3 T3 3
2112 L1 2
23 73 03 3172 T3 3 3 3.17)
Lol 2 12
13 3 3 3 T 3 3 3
A R T WS U B RS T N |
I3 3 3 3 1 3 3 3
zm -1 0 0 0 O zm 0 0 0 O
Tovabbi baziscsere sziikségeltetik:
bazisChange ( Vip3)s
4 u, uy v; b
u 1 1 -3 0
1 1 1
—_— J—— O —_—
3 T3 3
1 2 1
- = -1 — 8.18
o703 I3 (8.18)
211
37373 3
zz 0 0 -1 0
zm 0 0O 0 O
Eljutottunk az optimalis tablaig, melybl a feladat megoldasa:
bazisSolution( );
1 1 1
VH:O,)ﬁ:?,yz:?aJ’g:? (8'19)

S N TS B
N=53 oNT3 Ty s Y

crer

Béarmely mas fizetési matrixszal adott feladat a fenti médon modellezhet és optimalis stratégiai
megkereshetek.



Nézziink most egy tetszleges, nem szimmetrikus kevert stratégiaval rendelkez
példa jatékot:

Melynek fizetési matrixat maris kiegészitettiik a linearis programozasi modell felirasahoz sziikséges
sorokkal és oszlopokkal.

Tétek Pl g r s 1
. jatekos
strategiai
a 3| s -3 0 |x
b | -4 0 2 |
¢ 7| 2 1 5 |
11 110 0 0
. jatekos "p"
strategiaja
11 01 0 0
. jatekos"q"
strategiaja
11 010 1 0
. jatekos "r"
strategiaja
11 010 0 1
. jatékos"s"
stratégiaja

Tobb dimenzids példa jaték

Azonban tekintsiik inkébb a fiiggleges jatékos stratégidinak meghatarozasat:

Tétek | p | q | r s |/ 1 1
Jjateko\ Jjatek\ Jjatekos
S "aV‘ OS "C"
strate\ "b" strateg\
giaja strateé\ iaja
giaja
a 3 5 1-3] 0 |1 0 0
b -1]1 -4/ 0 2 10 1 0




Keveré\y, |y, |»;
si
an
an\
Yo\
k

V3

Tébb dimenziés példa jaték

Az egyenletek:

Vi

v[a=3 -yl—|-5'yZ—3-y3 <v

vlbz—y1—4-y2+2-y4ﬁv]

. C

=T y+t2y +y3—5-y4SvI

Y+ +y3 +y4:1

z= VH:IIlll'l.

A Megoldas a Maple beépitett LP Solver - ével:

with(Optimization) :

LPSolve( Vi {3 M+, =3y —vy<0,-y-4 3, +2:y,—v; <0,7-y,+2-y, +y; =5,

—vp <0,y + 0+ ys+y =1y 20,3, 20,3 20,y, > 0});
[ -0.376237623987408, v, = -0.376237623987408, y, = 1.42446122955725 10", y,
=0.227722772359057, y; = 0.504950494916531, y, = 0.267326732724411 |

Szimplex modszerrel a szokasos Maple eljarasokkal:

Vi —4- Vs +2~y4 <0,

V Ty, tryty, =l

—vH+3 V] -1—5-))2—3‘)/3 <0,

—VH—l- 7-y1 +2-y2 +y3 —5-y4 <0,

I

JjatéekelmInputMixed4( );

(8.20)



Szimplex modszerel is...

bazisChange ( Us, ¥, ) , bazisChange ( U, y4) ;

3

zm

bazisChange ( U, y3 ) ;
# bazisChange ( Vo “1)

um4

b))

b

| SSRIN) \1‘;‘

N g

[a— [a—
<[5 o N

s

[a—
[a—

I
NI [VIN-3 B w|w

IS EN

Wl o wlv vl o~ w‘

<
S

o~ (e

(98]
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21 5 8 2 18
um4 - - - - - 1

bazisChange ( umy, VH) , umTorol( um4) ;
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bazisChange ( Vs yz) ;
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5 Uy Y u, u, b

11 87 13 2 51
3 101 101 101 101 101
12 49 5 7 27
4 101 101 101 101 101
1 63 8 9 23

bY)

101 101 101 101 101

L2 249 22 51 38
7101 101 101 101 101

28 249 22 51 38

7701 T 1010 101 101 101

zm 0 0 0 0 0
bazisSolution( );

38 23 51 27
_ 38 _ _ 2
YT T o1 T 2T 03T o104 ot (820

Vagyis a megoldas:

38 23 51 27

T TR R TR T
Mely megegyezik a Maple Solver megoldéasaval!

[vy= -0.376237623987408, y, = 1.42446122955725 107", y, =0.227722772359057, y,
=0.504950494916531, y, = 0.267326732724411|

Osszefoglalva:

Y Osszefoglalas:

A jatékelmélet nemcsak korszer élvezetes alkalmazasi lehetsége a linedris programozasi
témakorben tanultaknak - ugyan ez elsre meglepnek tnik, hogy egy olyan jaték példaul mint a k-
papir-oll6 linearis programozassal modellezhet.

Anyagunkban elszor példakon igyeksziink bemutatni az alapfogalmakat, melyeket javaslunk
¢lesben jatszani is, mivel ez segit (rdaddsul élvezetesen) rogziteni az ismeretéket.

A definicidk - mint kétszemélyes zérus Osszeg jaték, fizetési matrix, tiszta stratégia, optimalis
stratégia, fizetési matrix - az alapfeltevések (mindkét jatékos raciondlis azaz maximalisan okos, és
mindkett nyerésre jatszik) utan a modszerek kovetkeztek.

Ugy mint:

Dominancia médszere - mely az adott fél altal biztosan nem jatszott (mivel elnytelenebb) stratégiak




torlését jelenti, mégpedig tigy hogy ezt mindkét fél figyelembe veszi - mivel mindkett racionalis.

Minimax moédszer - mely a veszteség minimalizalas elvén valasztja ki a szamunkra legkevésbé
elnytelen tiszta stratégiat. Hasonloan a masik jatékosra is, mely nyeregpont javaslat is egyben -
vagyis a sorok minimumanak maximuma ¢s az oszlopok maximuménak minimuma. A nyereg pont
olyan pont ahonnan egyik jatékos sem kivan kilépni, mert mindegyik kevesebbet nyerne, vagy tobbet
veszitene.

Kevert stratégiak meghatarozasa grafikus modszerrel kétdimenzios fizetési matrix esetére.
Mely tulajdonképpen a minimax elv alkalmazésa folytonos esetre. Folytonosan valtoztathato a
jatékosok keverési aranya, melyet ugy keresilink, hogy rendre az ellenfél Iehetséges tiszta stratégiait
tekintjiik. Ezek grafikonon tortén 4brdzoldsa utan feladatunk egyszer, mert csak két linedris
egyenlet metszéspontjat kell meghataroznunk.

Az optimalis stratégiak meghatarozasa linearis programozas segitségével - mely Neumann Janos
altalanos minimax tételén alapul. Felirhatdo mind a vizszintes mind a fiiggleges jatékos keverési
aranyaira ¢€s a jaték értékére két - egymas dualjaként értelmezhet LP feladat. Ezek megoldasa
megadja - barmely, tehat akar tiszta stratégiaval rendelkez jaték esetére is - a jatékok optimalis
keverési aranyait.

Az elkészil eljarasok a jatékelmélet interaktiv moduljdban hasznéalhatok hatékonyabban, mivel az
csak ezeket ( az elméleti fejtegetéseket nem) tartalmazza.

Sikeriilt adott fizetési matrixbdl automatikusan generalni (A Neumann tételen alapuld) LP modellt és
ennek automatikus megoldasat is. Azonban sajnos nem eljarasként csak (enterrel) futtathatd parancs
egylittesként.Ez az elméleti részben nem szerepel.

Feladatbank

1) Vizsgalja meg, hogy a dominancia médszer alkalmas-e az alabbi fizetési matrixszal adott feladat

crer

Adja meg a mindkét fél szamara legelnyOsebb stratégiat!

Tétek L 11 1II 1.

a 6 2 2 3

b 1 0 -1 4

c -1 2 -2 1
1. feladat

2)Hatarozza meg, hogy van-e nyeregpontja az alabbi kétszemélyes jatéknak, s ha van ez a
nyeregpont stabilis-e! Tisztességes-e a jaték?

Tétek | p q r s u v

a 4 3 -2 13 -2 |4




b 2 2 -3 |4 -3 (2

c -1 |3 -1 |6 -1 [ -1

2. feladat

3.)Hatarozza meg, hogy van-e nyeregpontja az alabbi kétszemélyes jatéknak, s ha van ez a
nyeregpont stabilis-e! Tisztességes-e a jaték?

Tétek |(p q r s \%
I 5 3 -2 |3 4
1L 1 3 -3 4 2
11 -1 ]2 -1 6 -1
3. feladat
4.)[A dominancia mddszerével redukalja az alabbi kétszemélyes jatékok fizetési
matrixat!
Tétek |[p q r s
1. 4 3 -2 3
2 2 2 -3 4
3 -1 3 -1 6
4. 4 3 -1 6
5 2 -1 -1 0
4. feladat

5.)Minimax modszerrel hatdrozza meg az alabbi kétszemélyes jatékok nyeregpont gyanus pontjait, €s
vizsgalja ezek stabilitasat. Amennyiben kevert optimalis stratégiat talal, grafikus modszerrel
hatarozza meg!

Tétek p q

1. 4 3

2 2 2

3. -1 3

4 4 3
5. feladat

6.)kétszemélyes jaték fizetési matrixa az alabbi



matrixat!

Tétek | p q r s

1. 11 3 -2 3

2. 1 -2 4 4

3. -1 3 -1 -6
6. feladat

a, Alkalmas-e a dominancia mddszer a feladat optimalis stratégidinak
meghatarozasara ?
b, Adja meg a mindkét ¢l szamara legelnydsebb stratégiat!

7.)Egy kétszemélyes jaték fizetési matrixa az alabbi:
Adja meg a mindkét fél szamara legelnyOsebb stratégiat! Tisztessége-e a jaték?

Téte| a b c d e
k
aa -2 -3 3 5 -3

bb |0 4 1 2 0

cc -1 -3 2 -1 -3

7. feladat

8.)[Adja meg az alabbi fizetési matrix-szal megadott a jatékelméleti feladat optimalis stratégiait!

Téte|dd | ee yid gg | hh
k

cc 1 -3 3 5 -3

bb |0 2 1 3 0

aa -2 -2 4 -1 -3

8. feladat

9.) A dominancia mddszerével redukalja az alabbi kétszemélyes jaték fizetési
matrixat! Grafikus modszerrel hatdrozza meg a mindkét fél szamara legelnyosebb
stratégiakat!

Téte| pap\ | cipo [ csiz\ | mam\ | zok\
k ucs ma u ni




SZ
kal\ 1 -3 3 5 -3
ap
sap\| O 2 1 3 0
a
ken\| -2 -2 4 -1 -3
do
9. feladat

10.) Adja meg az alabbi fizetési matrixszal adott jaték elméleti feladatnal a jatékosok stratégiait, és a
jaték értékét! Tisztességesek-e a jatékok?

Tétek papucs cipo

kalap 1 -3

sapka 0 2
10. feladat

11.) Hatdrozza meg az alabbi fizetési matrixokkal adott kétszemélyes jatékok optimalis kevert
stratégiait!

Tétek piros sarga
esernyo -11 4
kabat 22 -2
11. feladat

12.)[Egy didk az egyetemen logikai jatékok pénzre tortén jatszasaval egésziti ki jovedelmét. Egyszer
az alabbi 1j ,,paros — paratlan ,, jatekot ajanlja hasonlo beallitodasu tarsanak: A jatekban egyszerre
egymastol fuggetleniil tegyenek 1 tol n ig terjedo szamokat. Ha a szamok kiilonbsege paratlan a ,,
paratlan” jatekos nyer annyit amennyi a kiillonbseg volt. Ha a kiillonbseg paros akkor a ,,paros”

jatékos nyer szintén a kiilonbségnek megfelel 6sszeget.

O a.) Irja fel ezen kétszemélyes jaték fizetési matrixat egytl 6tig terjed tétek esetére!
O b.) Milyen strukturdju az igy kapott matrix?

O c.) Alkalmas-e a mini-max, vagy a dominancia modszer az optimalis stratégiak
meghatarozasara?

13.) Egy egyszerusitett stratégiai jatekban csak negy fajta figuraval lehet ,harcba szallni”, melyeknek
értékei rendre: honvéd: 1, tabornok: 5, kém: 3 és bomba: 2. A jatékot ugy jatsszak, hogy mindkét
jatékos harcba kiild egy-egy alcazott figurat. (Vagyis nem lehet tudni mely babu mdgott milyen
érték figura talalhat6.) Taldlkozaskor felfedik magukat és a szabalyoknak megfelelen amelyik fél




gyzedelmeskedik az a csapat lesz gazdagabb a legyzott ellenfél pontszdmanak értékével. A
tzszerészt mindenki legyzi csak a bombat képes hatdstalanitani. A tdbornok a bombat nem is meri
fel, ellene veszit, de mindenkit mast legyz. A honvéd csak a tzszerész ellen gyzedelmeskedik, a
bombat pedig csak a tzszerész képes hatastalanitani.

O Elemezze ezt a kétszemélyes jatékot! Megtudja-e adni a mindkét fél szamara optimalis
stratégiat? Van-e a jatéknak nyeregpontja, stabilis-e? Tisztességes-e a jaték?

14.)[Egy matematikushallgato az egyetemen logikai jatékok pénzre tortén jatszasaval egésziti ki
jovedelmet. Egyszer az alabbi uj kétszemelyes ,,ABC” jatekot ajanlja hasonlo beallitodasu tarsanak:
O Mindkét jatékosnak az ABC valamely betjét kell mondania. Aki olyan bett mond
amely a betk ABC sorrendjében magasabb helyet foglal el az kap a masiktol annyi Ft-ot ahannyal
nagyobb sorszamu bett mondott. (P1. Ha az 1. jatékos: B-t, a II. Jatékos pedig C-t mond akkor a II. .
jatékos 1 Ft-ot kap az [.-tl.)

- Lassa be , hogy ez kétszemélyes zérusdsszeg jaték!

- Irja fel a fizetési matrixat ha csak az ABC els harom betje lehet a tét!

crer
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- Vizsgalja meg, hogy tud-e nyerni rajta a matematikus hallgat6?

15.)[Egy gyakorlo terapeuta azt talalta, hogy az autista gyermekekre nagyon j6 hatassal volt
kétszemélyes tarsasjatékok jatszasa. Ezért a nagyon kiskortak szdmara a foglalkoztatoban talalhato
szamos hidnyos magyar kartya paklikkal jatszhato, egyszer kétszemélyes kartyajatékot talalt ki.

O Az egyik jatékos a magyar kartya nem szdmos lapjait (also, fels, kirdly és az asz is) a
masik pedig a szamozott lapokbol a 7,8,9,10 lapokat kapja. Mindkét jatékos elkészit egy leforditott
lapot, melyet egyszerre forditanak fel. Ha 7-es alsoval, 8-as felsvel vagy kiraly 9-essel talalkozik az
dontetlent jelent. Az als6 8-as ellen kett, 9-es ellen harom tizes ellen két forintos veszteséget jelent.
A fels a 7-es és a 10-es ellen egy forint nyereséget szenved a 9-estl viszont 2 Ft-os veszteséget
szenved. A kiraly a 7-est 3 a 8-ast és a 10-est pedig két forinttal veri. Az asz tét 1-Ft-os nyereséggel
zar a 7-es €s 2 Ft-os —sal a 8-as ellen, mig 2 Ft —os vesztseget jelent a 9-es ellen, €s 3 Ft-osat a 10-es
ellen.

O Jellemezze ezt a kétszemélyes jatékot! Milyen stratégidkat érdemes a jatékosoknak
alkalmazniuk? Tisztességes-e? Mindkét fél legjobb stratégia valasztasa esetén unalmas-e? Mennyi a
jatékosok egy jatékbeli atlagos varhato nyeresége?

16)Henrik és Frigyes két Fekete Hollo Egyesiileti tag egyetemista kitalalta, hogy a

kovetkez modon versenyeznek egy lany kegyeiért: a tiz napos mindszenti edztabor minden napjan
dardaval vagy buzogannyal (és pajzsokkal) iitkdzeteket vivnak. Mivel mindkettjiik szamara
koztudott, erviszonyuk igy minden kiizdelem eltt boritékoljak, hogy az adott napon ki milyen
fegyvernemet valaszt. Azonos fegyvernemek esetén Henrik jobb, darda esetén két buzogany esetén 3
talalattal, azonban ha Henrik kiizd dardaval, Frigyes pedig buzogénnyal akkor Frigyes gyz egy
talalattal, illetve ha Henrik buzogannyal és Frigyes pedig dardaval, akkor viszont négy talalattal jobb
Frigyes!

Melyikkojiiknek kell lemondania arrol, hogy ,,rahajtson” a lanyra, ha nemcsak a harcmuveszetekhez,
de a matematik4hoz is egyforman jol értenek? Mekkora Osszesitett talalati arany varhat6 a 10 napos
edztabor végére?

» Programok






